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TS345 en bref...

Organisation du module

e 6 créneaux (1h20) de cours
e 3 créneaux de TP (2h40)

Découpage des cours

e 1 créneau de rappels sur les codes correcteurs

e 3 créneaux sur les Codes LDPC
e 2 créneaux sur les Codes Polaires
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® Rappels sur de codage / définitions
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Intro.

Plan

© Introduction générale
Histoire de code correcteur
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Intro. Historique

Plan

© Introduction générale
Histoire de code correcteur
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1948
1955
1960

1966

1967

1993
1996

2008

Intro. Historique

Un peu d’histoire...

Shannon - capacité d’'un canal (non constructive)
Elias - Code convolutifs (GSM)

Reed et Solomon - Codes RS (CD — BluRay, QR, DVB-S, RAID6)
Gallager - Codes LDPC

Forney - Codes concatennés (Pioneer (1968-1972), Voyager (1977))

Viterbi - Décodage optimal des codes convolutifs

Berrou, Glavieux et Thitimajshima - Turbocodes (3G/4G, deep-space)
MacKay - Ré-invente les LDPC (DVB-S2, WiFi, 5G)

Arikan - Codes Polaires (5G)
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Intro./Déf.

Plan

® Rappels sur de codage / définitions
Sur la modélisation du canal
Code correcteur d’erreur
Probabilité d’erreur
Retour sur les enjeux
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® Rappels sur de codage / définitions
Sur la modélisation du canal
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal...

Un canal est défini par un triplet : (X, Y, p(y|x)) ou
@ X estlalphabet d’entrée
@ ) est l'alphabet de sortie
@ p(y|x) est la probabilité de transition )
Soit n € N et soit le canal (X", V", p(y|x)), ce canal est dit "sans mémoire" si sa
probabilité de transition vérifie
p(y|x) = H p(yilxi)
v
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal a effacement binaire

0. 1—p .O e X = {0, 1} (canal a entrées binaires)

p
\ .y:{0’€71}
/ e P(c[0) = p(c[1) = p et p(0[0) = p(1[1) = 1 — p
1—p

e Canal utile pour les couches hautes, pour le stockage )
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal binaire symétrique

e X = {0, 1} (canal a entrées binaires)
UNZES {07 1}

p(10) = p(0|1) = pet p(0|0) = p(11) =1 —p

e Canal utile aprés décision
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Intro./Déf. | Def. canal

Le canal additif gaussien

e X =R
Z
i e V=R
X‘ @ .Y
1 _ il s
ORIk = —Zm—¢ 2,27
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal additif gaussien a entrées binaires

Z

Xo[[Z2X] - -V

TS229 Codage 5G

e X ={0,1}
e V=R
o PYIX) = e 201
2
2ro )
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Intro./Déf. Def. code

® Rappels sur de codage / définitions

Code correcteur d’erreur
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Intro./Déf. Def. code

Code (M, n)

’ Un code (M, n) pour le canal (X, V", p(y|x)) ‘ est composé de 3 éléments

@ Un ensemble de M messages. On notera cet ensemble M = {0,1,...

@ Une fonction d’'encodage (ou encodeur) notée ¢ :

oM = X"
W — X=o¢(W)

’ o(-) doit étre injective ‘

@ Une fonction de décodage (ou décodeur) notée ) :

P: YT = M
Y — W=qy(Y)

’ 1 (-) doit étre surjective ‘

7M_1}
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® Rappels sur de codage / définitions

Probabilité d’erreur
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Intro./Déf. Def. probabhilité d’erreur

Probabilité ;a rreur

Si le mot de code W = w est envoyé, une erreur se produit ssi W # w.

La probabilité associée a cet événement est notée

Aw

IP’(W;A W|W=W>
P ((Y) # wW = w)

Définitions

|

@ Probabilité d’erreur maximale : P,(,?) = maxw \w

@ Probabilité d’erreur moyenne : P =p (W 4 W) = ‘M Z'x’;o‘ Aw
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Intro./Déf.

Décodage du Maximu m a Pos ierlorl (MAP)

f. probabilité d’err

Définition

e Soit C un code (M, n) donné.

o Le décodeur du Maximum A Posteriori (MAP) est la fonction de y définie par :
Wiap(y) = argmax P(W = w|Y =y)
weM

Le décodeur MAP minimise P,

N
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Intro./Déf. Def. probabilité d’erreur

Décodage MAP sur canaux classiques

Soit le décodeur MAP défini par : Wyap(y) = argmaxP(W = w|Y =y)
weM
€ Surcanal BSC : Wyup(y) = argmin dy(X,y)
xec

@ Sur canal AWGN : Wyup(y) = argmin de(X, y)
xeC

Sans structure sur C, ces deux décodeurs sont trop complexes!

N
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Intro./Déf. Def. probabilité d’err

Décodage du Maximum a Po i r|or| (MAP bit)

Définition
e Soit C un code binaire (k, n) donné.

e Le décodeur du Maximum A Posteriori bit (MAP-bit) est la fonction de y définie par :

W(I(J)AP—bit(y) = argmaxP(U; = u|Y =)
ue{0,1}

’

e En pratique on calcule les Logarithmes de rapports de vraisemblances (LLR) :

=0
i
= y y
e Le décodeur MAP minimise P, (la probabilité d’erreur binaire)
e Le signe des LLRs : décisions MAP-bit
e Le module des LLRs : fiabilité des décisions
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Intro./Déf. Bilan

Plan

® Rappels sur de codage / définitions

Retour sur les enjeux
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Intro./Déf. Bilan

Enjeux du codage

Compromis entre
@ La taille du code (n)
Le rendement de code (le débit)

()
@ La probabilité d’erreur (maximale ou moyenne)
@ La complexité de I'encodage

)

La complexité du décodage

Efficacité spectrale < Codage < Efficacité énergétique )
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Code linéaires

lan

® Codes Linéaires (binaires) en blocs
Matrice de parité
Encodeur Systématique
Décodage MAP-bit des codes linéaires (binaires)

TS229 Codage 5G Romain Tajan 13 octobre 2022

23/58



Code linéaire

H i S
Avant de commencer...

Remarques

@ Dans cette section ¥ =Y = {0, 1} et le canal considéré est le canal binaire symétrique

@ Dans cette section on notera F» le corps ({0,1},, -) ol :

@ Pourx,y €Fo, x®y = (x+y) mod 2 (= OU exclusif)

@ Pour x,y € Fp, x - y est le produit "classique" entre x et y (= ET)
9 I, est un corps fini a deux éléments (Z/27Z)

@ Par la suite on notera & ~ +
(5) (F3, +, -) est un espace vectoriel ou

® Pourx,y € F5, X+Yy=[xo+Yo, X1 +¥1 -, Xn—1+ ¥n_1]

® Pourx cFoety € FJ, x-y=I[X-Yo,X Y1,---, X" ¥n_1]
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Code linéaires

Code linéaire en bloc

Code linéaire

Soit C un code (M = 2k, n), C est un code bianire linéaire si et seulement si les mots de codes
¢ € IFJ sont obtenus & partir des messages u € IF’Z( par la relation

c=uG

ou G est une matrice de taille k x n appelée matrice génératrice de C

do 90,0 90,1 ce 90,n—1
91 91,0 91,1 e 91,n—1
Ok—1 9k—1,0 Gk—1,1 --- Gk—1,n—1

o

Remarques

@ cC est un sous-espace vectoriel de 7 de dimension rang(G) = k

@ 1l existe plusieurs matrices génératrices pour un méme code.

® le rendement du code est B = %H(G) —

G
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® Codes Linéaires (binaires) en blocs
Matrice de parité
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ode linéaires Matrice de parité

de parits

Code ;i al | Matrice de parité

Matrice de parité

Le code C peut aussi étre défini par sa matrice de parité H de taille n — k x n:

ho ho,0 ho,1 aac ho,n—1
h, hi0 hi 1 hy,n—1
H= . = . . :
hn_k—1 hn—k=10 Pn—k—11 -+ Ho_k_1,n-1

Soit v e 7, v € C (v est un mot de code) si et seulement si

vHT =0

ﬂ H est appelée matrice de parité du code C et vérifie GHT = Ok p_k

@ H nest pas unique
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Matrice de parité

de pari

Codes linéaires en blocs

€@ A partir de sa matrice génératrice G de taille k x n: C = {uG lue IF’Z‘}

@ A partir de sa matrice de parité H de taille n— k x n: C = {c eFJ| cHT = 0}

4
0 G et H ne sont pas uniques
9 G et H vérifient GHT = Oy ,_k. Vrai pour tout couple de matrices (G, H) définissant un
méme code
@ Pour un code binaire : k < n = le codage "ajoute de la redondance"
@ Rendement de code :
R_ rang(G) _ n— rang(H)
- n n )
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® Codes Linéaires (binaires) en blocs

Encodeur Systématique
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Code linéaires Encodeur Systématiq

Encodeur systématique

e

Soit C un code (M = 2k, n) pour un canal & entrées binaires. Un encodeur ¢(-) est dit
systématique ssi

Yu € F§, p(u) = [pu] avec p € F) ¥

Si C est linéaire alors il existe une matrice génératrice sous la forme

Poo - Ponkt 1 0 ... 0
pP1o - Pip—k—1 0 1 ... 0
G=| . . . : =[P K]
Pko -+ Pkn—k—1 0 0 ... 1
La matrice de parité associée a la matrice G précédente
1.0 ... 0 Po,o - Pk,0
0 1 ... 0 Po,1 oo Pk .1
H=|. . . . : _ . =lh-x PT]
0 0 ... 1 Pponk-t --- Prnk-1
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Code linéaires Encodeur Systématique

Remarques sur les encodeurs systématiques

Poo .-+ Pon—k—1 1 ... 0
pPio -+ Pink-1 0 1 ... 0

G=| . ) ) . | =1P K]
Pxko -+ Pkn—k—1 0 0 ... 1

0 Un encodeur systématique comporte le message en clair
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Poo - Pon-k—1 1 ... 0
p1o - Pip—k—1 O 1 ... 0

= . . : . = [P Ik]
Pko -+ Pkp—k-—1 O 0 ... 1

o Un encodeur systématique comporte le message en clair

9 Les encodeurs systématiques sont souvent moins complexes que leurs équivalents
non-systématiques
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Poo - Pon-k—1 1 ... 0
p1o - Pip—k—1 O 1 ... 0

= . . . . = [P Ik]
Pko -+ Pkp—k-—1 O 0 ... 1

0 Un encodeur systématique comporte le message en clair

9 Les encodeurs systématiques sont souvent moins complexes que leurs équivalents
non-systématiques

9 Une matrice d’encodage systématique peut étre trouvée pour tout code linéaire en bloc de
matrice génératrice pleine (a des permutations de colonnes prées)
~ Pivot de Gauss
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0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne

[P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

Code linéaires Enc

od
Exemple de Pivot d

O = =
—_—_aO .
—_— 00 =
[N N el
co -
o—- -0
- =200
- O OO

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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<+ Pivot

O 2l -
—_a a O -
24 OO0 =
oo —=0o
OO = =
o= =0
- - 0o
- OO0 o

0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

0 Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne
pres

O soitG = [P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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Code linéaires Enc

ncod:
Exemple de Pivot d

1 1 1 0 1 0 0 0\« Pivot
G- 0 1 1 1 0 1 0 0|L<+ L+L4
~11 1. 0 0 O 1 1 O

o1 1 0 0 0 1 1

0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne
pres

O soitG = [P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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Code linéaires Enc

ncod:
Exemple de Pivot d

<« Pivot

oo =
— b b wd
G gy
co=o
coo =
o= -ao0
~=s0o
—~ocoo

0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne
pres

O soitG = [P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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Code linéaires Enc

ncod:
Exemple de Pivot d

0

0 |~ Pivot

0 Lz + Ly + Lo
1

oRo=
A O = -
— ok b
o= a0o
coo =
co-=o
~ =200

0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne
pres

O soit G' = [P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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Code linéaires Enc

ncod:
Exemple de Pivot d

« Pivot

0}

I
oo
—_ O = -
— ok ek ek
o= a0
coo-=
co-o
~ao0o0
—~—ooco

0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne
pres

O soitG = [P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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0 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaitre la matrice / a droite
9 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, /]

@ Si G est de rang plein on peut toujours se ramener a [P, /] a une permutation de colonne

[P, Ix] = G ou I est une matrice de permutation des colonnes, soit
H' = [I,_xPT] alors

Code linéaires Enc

od
Exemple de Pivot d

111 01 0 0 0
G_l0 1 1101 00
(1 01 1 0 0 1 0]« Pivot

G'(H")T = Oxxpn_x = GHT avec H=H'N"
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® Codes Linéaires (binaires) en blocs

Décodage MAP-bit des codes linéaires (binaires)
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Décodage MAP-bit

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique :

Ve pi(¥) = argmax P(X; = x|Y =y)
x;€{0,1}
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Décodage MAP-bit

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique :

Ve pi(¥) = argmax P(X; = x|Y =y)
x;€{0,1}

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique (2) :

W) = srma 3 Y =yX =010 =0)
’96{071})( /E]Fn_1
) 2
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Décodage MAP-bit

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique :

Wihp_pn(y) = argmax P(X; = x|Y = y)
x;€{0,1

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique (2) :

Vi () = agmax > B(Y=yX=x)L(xH" =0)
x€{0,1} 1
xN/ele
n—1
= agmax > J]B(Yi=yiX=x)L(xH = 0)

NEQI} =1 i=0

j <2 y
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Décodage MAP-bit

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique :

Ve pi(¥) = argmax P(X; = x|Y =y)
x€{0,1}

o Le décodeur MAP-bit encodage systématique (2) :

Ve p(y) = argmax > P =yX=xlxH"=0)
e(01} .

xN/ele
n—1

— agmax > [[B(Y=yilX =x)LxH" = 0)

xi€{0,1 =] el
jed }xN]-eJFé7 1i=0

Sans structure sur C, ce décodeur est aussi trop complexe! [
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O LDPC
Présentation générale
Définition
Graphe de Tanner associé a un code LDPC
Décodage Somme-Produit
Etude des performances du décodage itératif
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O LDPC
Présentation générale
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963
— Codes possédant une matrice de parité peu dense
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

— Codes possédant une matrice de parité peu dense
» Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963
— Codes possédant une matrice de parité peu dense
» Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
— Décodage simplifié
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

— Codes possédant une matrice de parité peu dense
» Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
— Décodage simplifié

» Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

— Codes possédant une matrice de parité peu dense
> Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
— Décodage simplifié

» Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)
> Codes représentable a I'aide d’'un graphe bipartite (graphe de Tanner)
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

— Codes possédant une matrice de parité peu dense
> Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
— Décodage simplifié

» Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)

> Codes représentable a I'aide d’'un graphe bipartite (graphe de Tanner)
— Décodage possible a I'aide du graphe
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

o Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963
— Codes possédant une matrice de parité peu dense
> Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
—» Décodage simplifié

» Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)
- Codes représentable a l'aide d’'un graphe bipartite (graphe de Tanner)
— Décodage possible a I'aide du graphe
> Performances dépendant des propriétés du graphe
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

Codes possédant une matrice de parité peu dense
Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
Décodage simplifié

Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)

Codes représentable a I'aide d’'un graphe bipartite (graphe de Tanner)
Décodage possible a I'aide du graphe
Performances dépendant des propriétés du graphe

Algorithme de propagation de croyance (IA) (Pearl en 1988)
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

Codes possédant une matrice de parité peu dense
Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
Décodage simplifié

Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)

Codes représentable a I'aide d’'un graphe bipartite (graphe de Tanner)
Décodage possible a I'aide du graphe
Performances dépendant des propriétés du graphe

Algorithme de propagation de croyance (IA) (Pearl en 1988)
Alogrithme de propagation de croyance (BP - Belief Propagation)
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LDPC Présentation générale

Codes Low Density Parity Check (LDPC)

Introduits par Gallager pendant sa thése de doctorat en 1963

Codes possédant une matrice de parité peu dense
Codes pouvant étre analysés (exposant d’erreur)
Décodage simplifié

Peu de travaux pendant ~ 30 ans (Tanner en 1981)
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Redécouverte des codes LDPC (MacKay, Luby fin 1990)
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© LDPC

Définition
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LDPC Définition

Définition des codes LDPC

Définitions
0 Soit une matrice H

ho,o hot ... hont
hi,0 hy 1 N
H= . . .
hm—1,0 Pm—11 - Pm_1,n-1

ij:hij=1
Densité de H : gz by =13
mn
@ codes LDPC : Codes possédant une matrice de parité H peu dense (creuse). Ordre de
grandeur pour n grand < 0.01.

9 Codes réguliers : poids des lignes constant r, poids des colonnes constant g

@ Rendement d'un code LDPC régulier : R > 1 — % o

r

@ Ry=1-— % est appelé rendement de construction d’un code LDPC
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LDPC Définition

Définition des codes LDPC

Petit TD dans le cours...

Soit une matrice H

O =00 =
- OO0 O —
OO =+ —=0
o =0 =0
- OO0 =0
o= =200
- O =00

0
0
0
1
1

OO O = =
OO =0 =

€ Donner la densité de H
@ H définie-t-elle un code LDPC régulier ?

@ Si oui, que valent g et r ?

Q Combien vaut le rendement de construction de ce code ?
6 Combien vaut le rendement de ce code ?
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® LDPC

Graphe de Tanner associé a un code LDPC
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LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Graphe de her

Le graphe de Tanner est un graphe bipartite avec :
0 n nceuds de variables représentant les variables v; j € {0,...n— 1}
@ mnceuds de parité p; i € {0,...m— 1}

9 Une arréte est dessinée entre nceud de variable x; et le nceud de parité ¢; ssi h; j = 1

QOO ==
OO -0 =
o =00 =
- OO0 O =
oo =+ =0
o -0 =0
- OO0 =0
o= =200
- O =00
- - 00O



LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Graphe de her

Le graphe de Tanner est un graphe bipartite avec :
0 n nceuds de variables représentant les variables v; j € {0,...n— 1}
@ mnceuds de parité p; i € {0,...m— 1}

9 Une arréte est dessinée entre nceud de variable x; et le nceud de parité ¢; ssi h; j = 1

i 11 1 0 0 0 0 0 O
i 00 011 1 0 0O
H=|(0 1t 0 0 1 0 0 1 1 O
0o o1 0010 1 0 1
o oot oo 1 o0 1 1

O] O] O] O] O]

Co Gy Co C3 C4



LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Graphe de her

Le graphe de Tanner est un graphe bipartite avec :
0 n nceuds de variables représentant les variables v; j € {0,...n— 1}
@ mnceuds de parité p; i € {0,...m— 1}

9 Une arréte est dessinée entre nceud de variable x; et le nceud de parité ¢; ssi h; j = 1

Xo X4 Xo X3 X4 X5 X X7 Xg

QOO ==
OO -0 =
o =00 =
- OO0 O =
oo =+ =0
o -0 =0
- OO0 =0
o= =200
- O =00
- - 00O



LDPC Graphe de Tanner associé a un code

Graphe de her

Le graphe de Tanner est un graphe bipartite avec :
o n nceuds de variables représentant les variables v; j € {0,...n— 1}
@ mnceuds de parité p; i € {0,...m— 1}

9 Une arréte est dessinée entre nceud de variable x; et le nceud de parité ¢; ssi h; j = 1

Xo Xy Xo X3 X4 X5 X X7 Xg Xg

© OO0
11110000 00
1000 1 11000
H=|0 1 0 0 1 00 1 10
0010010 1 0 1
00010010 11
O O O



LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Graphe de her

Le graphe de Tanner est un graphe bipartite avec :
0 n nceuds de variables représentant les variables v; j € {0,...n— 1}
@ mnceuds de parité p; i € {0,...m— 1}

9 Une arréte est dessinée entre nceud de variable x; et le nceud de parité ¢; ssi h; j = 1

QOO ==
OO -0 =
o =00 =
- OO0 O =
oo =+ =0
o -0 =0
- OO0 =0
o= =200
- O =00
- - 00O
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LDPC

Graph
Degrés des nceuds

A | |
0L A Aﬂ
Co C1 Co Co (&1 Co C3
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TS229 Codage 5G

LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Degrés des nceuds de parité

A | |
© O /1\ A
o T T2 o 1 T2 3
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LDPC Graphe de Tanner associé a un code LDPC

Codes LDPC irréguliers

) X1 xTo I3 Xy Is Te
1 1 0 0 0 O
H=10 0 1 0 1 0
0 0 O 1 0 1
Co €1 C2

ady
Polynéme de distribution des degrés des nceuds de variables : A(X) = Z AgXx9—1
d=1

dc
Polynéme de distribution des degrés des nceuds de parités : p(X) = > pg X’
=1

g
a

Borne sur le rendementducode : R > 1 — M
Jo A(x)adx
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© LDPC

Décodage Somme-Produit
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LDPC Décodage SP
Retour sur le décodage du MAP-bit
Zo 1 T2 T3 X4 Ts Te
1101 0 0 O
H=(0 0o 1 1 0 1 0
000 1 1 0 1
o C1 Co
6
p(xoly) o > [Tpwilx)L(xHT = 0)
X~ i=0
= p(nlx) > pilx)p(yalxs)L(x + X1 + x5 = 0)
X1,X3

x> p(yalxe)p(ys|xs) L0 + X3 + x5 = 0)

X5 ,X2

x>~ p(yalxa)p(velxs) L (xs + x4 + X5 = 0)

X4,Xg
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LDPC Décodage SP

Algorithme sorﬁme-pfoduit

p(yolx0)

p(xoly) o< p(yolxo)
X0 XD s PY1Ix1)L(x0 + x1 4+ x3 = 0)
xp(y3|x3)
X D P(V21%2)P(y5|x5) L (x2 + x3 + x5 = 0)
XD s P(yalxa)p(v6x6) 1 (x3 + xa + x5 = 0)

X1

p(y21x2)p(ys|xs) p(yalxa)p(ye|xs)
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(yolx0)

p(xoly) < p(yolx0)

X0 XD s PY1Ix1)L(x0 + x1 4+ x3 = 0)
xp(y3|x3)

XD gm0 P(21x2)P(ys]x5) L (x2 + x3 + x5 = 0)

X1

p(yilx1)

p(y21x2)p(ys|xs) p(ya

[

~
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(yolx0)

p(xoly) o< p(yo|x0)
X0 XD s PY1Ix1)L(x0 + x1 4+ x3 = 0)
xp(ys|x3)

plyilxi) p(ys|xs)

p(y2
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(yolx0)

p(xoly) o< p(yolxo)
X Exl,x_a, p(y1|X1)IL(X0 + X1+ X3 = 0)
xp(y3x3)

plyilxi)

p(y2
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(¥olxo)

p(xoly) > p(yolx0)
XD s PY11x1)L(x0 + x1 4+ x3 = 0)
xp(ys|x3)
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(¥olxo)

p(xo0ly) o< p(yolxo)
X le,xg P(y1|X1)][(X0 + X1 +Xx3 = 0)
xp(ys|x3)

TN
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LDPC \ Décodage SP

Algorithme somme-produnt

p(oly) x p(3olx0).

X le,x_c, P(y1|X1)][(X0 + X1 +Xx3 = 0)
xp(y3|x3)
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LDPC Décodage SF

Algorithme somme-produit

Hese (T ENT .L"+.7J0+...+;(:d,2 =0)x
© Tl o)

c—ax

Hzg—sc &m 2—e

Hmac(l’) = p(ylx) Hf;o Nfﬁx(x)
c

X1

Z>‘>D—>o

p(ylx1)
X6 Ha—se
p(yl-) CF—
p(y2|x2)p(ys|xs) p(yvalxa)p(yvelx6)  heysn [
Co e Cd—2
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LDPC

Algorithme somm

dcodag
codage

ﬁ oduit

pesz(z) =3 .1 x+zg+...+:r,d,2:0)><

X0 X HO umk%z‘(mk)
}//IIIKZQ\\\\\ c—a
Haxog—c \\\\g;d 2—e

pz—se(x) = p(yle) Hf;o Nfﬁz(x)

X1

;.>‘>D—>o

p(yilx1)
2 5 4 X6 Ha—se
g J g Q p(yl-) CF—
p(y2|x2)p(ys|xs) p(yvalxa)p(yvelx6)  heysn [
Co e Cd—2
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LDPC Décodage SP
Algorithme somme-produit
pesa(z) =3, 1 J:+.z-0+...+;r,d,2:0)x
OXO X Ho #xch(fk)

c—ax

Z>‘>D—>o

@ )/0|Xo
X1
Hao—c Hzg_o—c
Ha—e(@) = p(y|w) Hf;o tf—e(T)
py1lx1) plys |X3 c
Hz—c
J J p(yl) C—
(y2|X2)p(y5|X5) P(YA|X4 P(}’6‘X6 Heo—a Heg—o—a
Co e Cd—2
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LDPC

Algorithme somm

dcodag
codage

ﬁl oduit

pesz(z) =3 .1 z+zg+...+wd,2=0)><

X HO ﬂmk%c(mk)
/\ c—a

()/0 Ix0)

X3
Hao—c \yd 2—C
(%)
L] fiase(x) = p(ylo) TT{Z5 11— (@)
P(Yl x1) p(y3 |X3 c
Hz—c

Z>‘>D—>o

p(yl) —
,V2|X2)P YS|X5 P()’4|X4 P(Y6|X6 Heg—a Heg_o—a
Co Tt CGd—2

TS229 Codage 5G Romain Tajan 13 octobre 2022 49 /58



LDPC Décodage SP
Algorithme somme-produit
pesa(z) =3, 1 x+m0+...+;r,d,2:0)x
OXO X Ho l‘mk%v(rk)
O
D l
@ p(¥o|x0)
- OX3 #In?/l\\éﬁa a—c
1 J C2
O O Hase(@) = p(yle) TT1Z5 iya(@)
p(y1lx1) p(ys|x3) ¢
u(L‘—)C
J J J J p(yl-) CF—
p(y2]x2)p(ys|x5) p(yalxa)p(¥61x6)  tey—sa Heg—ssa
Co o Cd—2
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LDPC Décodage SP
Algorithme somme-produit
pesa(z) =3, 1 x+.z-0+...+;r,d,2:0)x
OXO X Ho Nmkqv(fk)

c—ax

p(yolx0)
3
Haxog—c \\éﬁd 2—e
C1 (&)
(] [l = -

Ha—e(@) = p(yl2) Hf:() pf—a(@)
p(y1lx1) p(ys |X3 c
Hz—c

p(y2|x2)p(ys|xs) p(yalxa)p(¥6lx6)  teosa [T

Z>‘>D—>o

Co T Cd—2
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LDPC codage SP
r

Algorithme somme-produit

pesz(@) =3 L@+ xo+...+24-2 =0)x
OXO X H:)172 umch(zk)

®
. c l e
@ p(yolxo)
Haxog—c Hayg_o—c
E/J 1)) To Tt Ta—2
Hase(@) = p(yle) TTSZ0 e (@)

p(yilx1) p(ys|x3) ¢

2 X5 4 X6 Hz—c

J J J p(yl-) CF—

p(y2|x2)p(ys|xs) p(yalxa)p(y6lx6)  tico—a [

Co T Cd—2
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LDPC Décodage SP
Algorithme somme-produit
pesa(z) =3, 1 x+.z-0+...+;r,d,2:0)x
OXO X Ho Nmkqv(fk)

[l
@ (vo |Xo)

D/ J &
Base() = p(yle) T1] f;o wﬂ(r)
p(y1lx1) p(y3|x3) ¢
VAR VAR &
J J J J p(yl-) CF—

P(y2lx2)p(ys|xs) pyalxa)p(yelx6) — teo-sa [

X1

Z>‘>D—>o

Co T Cd—2
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LDPC Décodage SP
Algorithme somme-produit
pesa(z) =3, 1 x+.z-0+...+;r,d,2:0)x
E/OXO x HO ’umk“(‘(rk)
@ (Yolx0)

Z>‘>D—>o

X1 X3
J Hazo—c Hag_o—c

Ha—se(T) = p(y|z) Hf oﬂfﬁx( )
plyilx) P(y3]xs)
Hz—c

p(y2]x2)p(ys|x5) p(valxa)p(¥6lX6)  teoose [

Co T Cd—2
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LDPC

Algorithme somm

dcodag
codage

5' oduit

ﬂ‘L*}‘L ENT .E+.7J0+...+;(:d,2 :O)X

X HO umqu‘(rk)

A

(Yolxo)

I
. S / l\
J Hao—c Hzg_o—c

Ha—se(T) = p(y|z) Hf oﬂfﬁx( )
plyilx) P(y3]xs)
Hz—c

p(y2]x2)p(ys|x5) p(valxa)p(¥6lX6)  teoose [

Co T Cd—2
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LDPC

Algorithme somm

dcodag
codage

5' oduit

ﬂ‘L*}‘L ENT .E+.7J0+...+;(:d,2 :O)X

X Ho Nmkqv(fk)

c—ax

yo|X0
Hao—c \\étd 2—e
J D/J Ha—se(@) = p(ylx) Hf ()N’f*)?;( x)
p(y1lx1) p(y3|x3)
Hz—c
J J J J plyl) g
Nco% Heg_o—a

Z>‘>D—>o

p(y2|x2)p(ys|xs) p(yalxa)p(ye|xs)
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LDPC

Algorithme somm

dcodag
codage

5' oduit

ﬂ‘L*}‘L ENT .E+.7J0+...+;(:d,2 :O)X

X Ho Nmkqv(fk)

X0
/ :
@ (YO|X0) l
-
J D/J Ha—se(@) = p(ylx) Hf ()N’f*)?;( x)
p(yilx1) p(yslx3)
Hz—c

J J J J P(yl) T
Nco% Heg_o—a

p(y2|x2)p(ys|xs) p(yalxa)p(ye|xs)
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LDPC Décodage SP

..........

Ordonnancement : flooding

D) ) ) ) ()
P B N

- OO
o = O
- OO

) X0 X1 X2 X3 X4 X5 X6

()] 1 (&)
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LDPC Décodage SP

..........

Ordonnancement : flooding

D W) D) ) ) e
NSRS R SN

11 0 1 0 0 O
0o o1 1 0 10
o o0 o0 1 1 0 1
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LDPC Décodage SP

..........

Ordonnancement : flooding

S ) D) ) )
\J°\$ ‘J\/\$ ‘J'L\{L\‘J%\?L \Jb‘\ﬁ\ ‘JCNL \‘J‘

LR
\l

]

()] a (o)

1

o O =
o O =
o = O
- OO
o = O
- OO
N———
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LDPC Décodage SP

..........

Ordonnancement : flooding

D ) ) ) A \g®)
\J°\$ \J\/\‘/\ \JQI\‘IQU,NL \Jb‘\ﬁ\ \J%\% \‘J‘

g LLLRLET

()] a (o)
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LDPC Décodage

age SP
Conclusion sur I’'algorithme somme-produit

L'algorithme SP :
@ utilise des calcul locaux = réduit complexité
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LDPC Décodage

SP
Conclusion sur I'algorithme somme-produit

L'algorithme SP :
@ utilise des calcul locaux = réduit complexité
@ permet d’approximer les probabilités a posteriori p(x;|y)
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LDPC Décodage

SP
Conclusion sur I'algorithme somme-produit

L'algorithme SP :
@ utilise des calcul locaux = réduit complexité
@ permet d’approximer les probabilités a posteriori p(x;|y)
@ ce calcul est exact si le graphe de Tanner est un arbre
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LDPC Décodage

SP
Conclusion sur I'algorithme somme-produit

L'algorithme SP :
@ utilise des calcul locaux = réduit complexité
@ permet d’approximer les probabilités a posteriori p(x;|y)
@ ce calcul est exact si le graphe de Tanner est un arbre
@ sile graphe possede des cycles = itérer
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LDPC Décodage ¢

Calculer avec des LLR - Nceu Eis de variables

d—
Hase(x) = p(yl2) T175 72 () Loye = Lo + Y320 Lepsa

c

] c
T—rC Lzﬁc
T x

p(yl) [ L,
Heo—z i Heg_o—a ch%x Lcd72_,x
C Cq— Cy e Cq—
0 d—2 = 0 d—2
Romain Tajan 13 octobre 2022 52 /58
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LDPC

Décodage ¢

Calculer avec des LLR - Nceu Eis de variables

peoa(z) =3, 1 (1 +axo+...+24-2=0)x
l"zhﬁ(‘(zk)

X Ho

Hzo—c

TS229 Codage 5G

O ]

c—x

Hzy_s—c

L., = 2atanh (HZ;(Z) tanh

Romain Tajan

Lzoﬁc

Zo

z@

Lc%z

de,zAc

Td—2

13 octobre 2022

Lupose
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® LDPC

Etude des performances du décodage itératif
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Propriétés

@ Théoréeme de concentration : Les performances des codes longs d’'un méme ensemble
(avec les mémes A(X) et p(X)) se comportent globalement de la méme maniere = on
peut réaliser une étude en moyenne.

@ Pour des codes longs, étude moyenne < étude des codes acycliques ayant les mémes
A(X) et p(X)

@ Pour des codes longs, effet de seuil sur le paramétre du canal (probabilité d’erreur,
probabilité d’effacement ou SNR)
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@ Canal BEC avec probabilité d’effacement p : P(y; = €|x;) = p.

@ On note px—s¢ la probabilité d’effacement moyenne sur les messages allant des noeuds de

LDPC Etude des performances du décodage itératif

Evolution de densité - Nceuds de parités

L., = 2atanh (Hz;g tanh ng”)

zQ
LC%Z
Cc
LZQﬁC LId—Z“C
To T Tz

Remarque Sur canal BEC les messages sont dans I'ensemble {+occ, 0}.

variables aux nceuds de parités
On suppose que P(Ly,—¢; = 0) = Px—c, Vietjdans {0,n—1}et{0,m— 1}

Que vaut pe—x ?
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@ Canal BEC avec probabilité d’effacement p : P(y; = €|x;) = p.
@ Remarque Sur canal BEC les messages sont dans I'ensemble {£oo,0}.

@ On note pc—;x la probabilité d’effacement moyenne sur les messages allant des nosuds de

Lx%c = Lz + ZZ;(Q) Lck%z

c[]
LJJ—)C
T
LCQ*}I Lcd,QAac
Co T Cd—2

parités aux nceuds de variables
On suppose que P(Lg—x = 0) = pc—x, Vi etjdans {0,n—1}et{0,m— 1}

Que vaut px—c¢?
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LDPC Etude des performances du décodage itératif

Evolution de densité - Points fixes

D W) D ) S ) o)
T P N R g e

X0 X1 X2 X3 Xa X5 X6

Co a (&)

@ Canal BEC avec probabilité d’effacement p : P(y; = €|x;) = p.

@ La probabilité d’effacement apres décodage pour £ — oo dépend des points fixes de

B =pr(1-0(1-857))
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