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TS226 en bref. . .

Organisation du module

• 10 créneaux (1h20) de cours (amphi)

• 3 créneaux de TD (1h20) en 1/2 groupes

• 4 créneaux de TP (2h40) en 1/2 groupes

• ∼15 heures de travail personnel

Découpage des cours

• 1 créneau d’introduction aux codes correcteurs

• 2 créneaux de théorie de l’information (Capacité d’un canal)

• 3 créneaux sur les codes linéaires en bloc

• 3 créneau sur les codes concatennés et turbocodes
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Intro. Historique

Un peu d’histoire...
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Intro. Rappels TS113

Rappels sur les communications numériques
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Intro. Rappels TS113

Rappels sur les communications numériques

Pb = Q

(√
2

Es

N0

)
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Intro. Codage par répétitions

Premier exemple de code : codage par répétition

Encodeur
b = [b0, b1, . . . bK−1]
c =
[b0, b0, b0︸ ︷︷ ︸

c0

, b1, b1, b1︸ ︷︷ ︸
c1

, . . . bK−1, bK−1, bK−1︸ ︷︷ ︸
cK−1

]

Décodeur
b̂k = 0 ssi ĉk contient une majorité de 0

b̂k = 1 ssi ĉk contient une majorité de 1
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Intro. Codage par répétitions

Codage par répétition : probabilité d’erreur

pb = Q

(√
2

Es

N0

)

Pb = p3
b + 3(1− pb)p2

b

(Décodage par majorité)
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Intro. Codage par répétitions

Premier exemple de code : codage par répétition (2)

Encodeur
b = [b0, b1, . . . bK−1]
c =
[b0, b0, b0︸ ︷︷ ︸

c0

, b1, b1, b1︸ ︷︷ ︸
c1

, . . . bK−1, bK−1, bK−1︸ ︷︷ ︸
cK−1

]

Décodeur
b̂k = 0 ssi 1

3

∑
rk > 0

b̂k = 1 ssi 1
3

∑
rk ≤ 0
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Intro. Codage par répétitions

Codage par répétition : probabilité d’erreur (2)

Pb = Q

(√
6

Es

N0

)

(Décodage par moyenne)
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Intro. Codage par répétitions

Codage par répétition : probabilité d’erreur (3)
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Intro. Bilan

Enjeux des codes correcteurs d’erreur

Définition "naïve"
Un code correcteur d’erreur ajoute de la redondance dans le but de corriger des
erreurs.

Il existe un compromis à réaliser entre :
• La taille du code (nombre de répétitions)
• Le nombre d’erreur qu’il peut corriger | détecter
• La complexité du décodage

Existe-t-il des codes plus efficaces que le code à répétition?
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Intro./Déf.
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Intro./Déf. Def. canal

Redéfinissons le canal. . .

Un canal est défini par un triplet : (X ,Y, p(y |x)) où

• X est l’alphabet d’entrée
• Y est l’alphabet de sortie
• p(y |x) est la probabilité de transition

Soit n ∈ N et soit le canal (X n,Yn, p(y|x)), ce canal est dit "sans mémoire" si sa
probabilité de transition vérifie

p(y|x) =
n∏

i=1

p(yi |xi)
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal à effacement binaire

• X = {0, 1} (canal à entrées binaires)

• Y = {0, ε, 1}

• p(ε|0) = p(ε|1) = p et p(0|0) = p(1|1) = 1− p

• Canal utile pour les couches hautes, pour le stockage
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal binaire symétrique

• X = {0, 1} (canal à entrées binaires)

• Y = {0, 1}

• p(1|0) = p(0|1) = p et p(0|0) = p(1|1) = 1− p

• Canal utile après décision
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal additif gaussien

• X = R

• Y = R

• p(y |x) = 1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (y−x)2
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Intro./Déf. Def. canal

Le canal additif gaussien à entrées binaires

• X = {−1, 1}

• Y = R

• p(y |x) = 1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (y−x)2
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Intro./Déf. Def. code

Code (M,n)
Un code (M, n) pour le canal (X n,Yn, p(y|x)) est composé de 3 éléments

• Un ensemble de M messages. On notera cet ensembleM = {0, 1, . . . ,M − 1}

• Une fonction d’encodage (ou encodeur) notée φ injective :

φ :M → X n

W 7→ X = φ(W )

• Une fonction de décodage (ou décodeur) notée ψ surjective :

ψ : Yn → M
Y 7→ Ŵ = ψ(Y)

Le ratio R = log2(M)
n est appelé rendement du code (M, n)
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Intro./Déf. Def. code
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Intro./Déf. Def. probabilité d’erreur

Probabilité d’erreur
Si le mot de code W = w est envoyé, une erreur se produit ssi Ŵ 6= w .

La probabilité associée à cet événement est notée

λw = P [ψ(Y) 6= w |X = φ(w)]

Définitions

• Probabilité d’erreur maximale : P(n)
m = maxw λw

• Probabilité d’erreur moyenne : P(n)
e = 1

M

∑M−1
w=0 λw

Notes :

P(Ŵ 6= W ) =

M−1∑
w=0

P(Ŵ 6= w,W = w)

=

M−1∑
w=0

P(Ŵ 6= w|W = w)P(W = w)

=
1

M

M−1∑
w=0

λw

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 22 / 29



Intro./Déf. Quelques décodeurs

Décodage du Maximum a Posteriori

Définition

• Soit C un code (M, n) donné.

• Le décodeur du Maximum A Posteriori (MAP) est la fonction de y définie par :

ΨMAP(y) = arg max
w∈M

P(W = w |Y = y)

Le décodeur MAP minimise Pe
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Intro./Déf. Quelques décodeurs

Démonstration de l’optimalité du
décodage par Maximum a Posteriori

Soit Ψ un décodeur pour un code (M, n) nommé C. La probabilité d’erreur sous le décodage Ψ est donnée par

P(Ψ(Y) 6= W ) = 1− P(Ψ(Y) = W )

= 1−
∑

y∈Yn

M−1∑
w=0

P(Ψ(y) = w|W = w, Y = y)P(W = w, Y = y) [Formule des proba. totales]

= 1−
∑

y∈Yn

M−1∑
w=0

P(Ψ(y) = w|W = w, Y = y)P(W = w|Y = y)P(Y = y) [P(A, B) = P(A|B)P(B)]

Or, par définition de ΨMAP , nous avons que ∀w ∈ M, P(W = w|Y = y) ≤ P(W = ΨMAP (y)|Y = y) d’où il vient

P(Ψ(Y) 6= W ) ≥ 1−
∑

y∈Yn

M−1∑
w=0

P(Ψ(y) = w|Y = y,W = w)︸ ︷︷ ︸
=δ(w−Ψ(y))

P(W = ΨMAP (y)|Y = y)P(Y = y)︸ ︷︷ ︸
Indépendent de w

= 1−
∑

y∈Yn
P(W = ΨMAP (y)|Y = y)P(Y = y)

= 1− P(W = ΨMAP (Y))

= P(W 6= ΨMAP (Y))
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Intro./Déf. Quelques décodeurs

Décodage du Maximum de vraisemblance

Définition

• Soit C un code (M, n) donné.

• Le décodeur du Maximum de vraisemblance (MV ou ML (Maximum Likelihood)) est la
fonction de y définie par : ΨML(y) = arg max

w∈M
P(Y = y|W = w)

• Sur le canal BSC, décodage ML⇔ ΨML(y) = arg min
w∈M

dH (φ(w), y)

dH (x, y) est la distance de Hamming entre x et y, i.e. le nombre de différences entre les
deux vecteurs

• Sur le canal AWGN, décodage ML⇔ ΨML(y) = arg min
w∈M

dE (φ(w), y)

dE (x, y) est la distance Euclidienne entre x et y.

• Si W est une variable aléatoire uniforme surM, alors le décodeur ML est équivalent
au décodeur MAP.
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Intro./Déf. Quelques décodeurs

Démonstration du décodage ML sur canal
BSC

On cherche à exprimer ΨML pour un code (M, n) nommé C sur canal BSC.

ΨML(y) = arg max
w∈M

P(Y = y|W = w)

= arg max
w∈M

P(Y = y|X = x(w))) [Où on note x(w) = Φ(w)]

= arg max
w∈M

n∏
j=1

P(Yi = yi |Xi = xi (w))

Or, ar définition du canal BSC on a P(Yi = yi |Xi = xi (w)) =

{
p, si yi 6= xi (w)

1− p, si yi = xi (w)
d’où il vient

ΨML(y) = arg max
w∈M

n∏
j=1

P(Yi = yi |Xi = xi (w))

= arg max
w∈M

pdH (y,x(w))(1− p)n−dH (y,x(w)) [dH (y, x(w)) est le nombre de différences entre x et y]

= arg max
w∈M

dH (y, x(w)) log(
p

1− p
) + n log(1− p) [log() est une fonction croissante]

= arg max
w∈M

dH (y, x(w)) log(
p

1− p
) [n log(1− p) ne dépend pas de w ]

Si de plus p ∈ [0, 0.5] on a log( p
1−p ) ≤ 0 et finalement : ΨML(y) = arg minw∈M dH (y, x(w))
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Intro./Déf. Quelques décodeurs

Démonstration du décodage ML sur canal
AWGN

On cherche à exprimer ΨML pour un code (M, n) nommé C sur canal BSC.

ΨML(y) = arg max
w∈M

P(Y = y|W = w)

= arg max
w∈M

P(Y = y|X = x(w))) [Où on note x(w) = Φ(w)]

= arg max
w∈M

n∏
j=1

P(Yi = yi |Xi = xi (w))

Or, ar définition du canal AWGN on a P(Yi = yi |Xi = xi (w)) = 1√
2πσ2

e
− 1

2σ2 (yi−xi (w))2
. De plus la constante 1√

2πσ2
étant positive, il vient

ΨML(y) = arg max
w∈M

e
− 1

2σ2
∑n

i=1(yi−xi (w))2

= arg min
w∈M

n∑
i=1

(yi − xi (w))2

= arg min
w∈M

dE (y− x(w))
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Intro./Déf. Quelques décodeurs

Démonstration de d’équivalence entre ML
et MAP

On cherche à montrer que le décodeur ΨML est équivalent à ΨMAP si P(W = w) = 1
M .

ΨML(y) = arg max
w∈M

P(Y = y|W = w)

= arg max
w∈M

P(Y = y,W = w)

P(W = w)

= arg max
w∈M

P(W = w|Y = y)P(Y = y)

P(W = w)

= arg max
w∈M

P(W = w|Y = y)P(Y = y)M

= arg max
w∈M

P(W = w|Y = y) [ car P(Y = y)M ≥ 0]

= ΨMAP (y)
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Intro./Déf. Bilan

Retour sur les enjeux

Le codage est une affaire de compromis entre

• La taille du code (n)

• Le rendement de code (le débit)

• La probabilité d’erreur (maximale ou moyenne)

• La complexité de l’encodage

• La complexité du décodage
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