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Code binaires Définition

Sur les codes en blocs binaires

Définitions

1 Un code est dit binaire si son alphabet de sortie est X = F2 = {0, 1}.

2 Si les messages w représentent des séquences binaires de taille k alors le rendement

R =
k
n

3 On appelle distance minimale du code C la quantité suivante :

dmin(C) = min
c∈C,c′∈C,c′ 6=c

dH (c, c′)

4 On notera [n, k , d ] un code (2k , n) binaire de distance minimale d
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Code binaires Propriétés

Propriétés des codes [n, k , d ]

Propriétés

Tout code [n, k , d ] vérifie les propriétés suivantes :

1 Borne de Singleton : d ≤ n − k + 1.
Un code tel que d = n − k + 1 est dit Maximum Distance Separable ou MDS

2 Sur canal BSC, toutes les combinaisons de d − 1 erreurs (ou moins) peuvent être
détectées.

3 Sur canal BSC, toutes les combinaisons de b(d − 1)/2c erreurs (ou moins) peuvent être
corrigées.
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Code binaires Propriétés

Démonstration de la borne de Singleton

Soit C un code binaire [n, k, d ] ce code possède 2k mots de codes différents parmi les 2n mots possibles de taille n.

Pour chaque mot de code dans C, retirons d − 1 composantes. Les vecteurs ainsi obtenus sont encore tous différents. En effet,
deux mots de code différents diffèrent par au moins d valeurs (cf définition de la distance minimale).

Le nouveau code ainsi construit possède donc 2k mots de codes différents de taille n − d + 1. Or il y a 2n−d+1 mots de taille
n − d + 1. D’où on a 2n−d+1 ≥ 2k , ce qui fait :

d ≤ n − k + 1 borne de Singleton

Notes que si le code avait été non-binaire (ternaire, quaternaire...), le résultat resterait vrai.
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Code binaires Propriétés

Démonstration du nombre d’erreur
détectables

Soit C un code binaire [n, k, d ] considéré sur canal BSC.

Soient x ∈ C ⊆ Fn
2 et y ∈ Fn

2 représentant respectivement le mot de code transmis le vecteur observé.

Si dH (y, x) ≤ d − 1 alors y ne peut être un mot du code. En effet, la distance minimale de C étant d , deux mots différents dans
C diffèrent sur au moins d éléments. Donc l’erreur est détectée en vérifiant que y /∈ C.

Si on avait d éléments, alors il serait possible de trouver x et un schéma d’erreur tels que y ∈ C, rendant ce schéma d’erreur
indétectable.

On a donc démontré que tout schéma d’au plus d − 1 erreurs peut être détecté.
Soit C un code binaire [n, k, d ] considéré sur canal BSC.

Supposons que le canal ait introduit un nombre d’erreurs inférieur à (d − 1)/2, i.e. dH (x1, y) ≤ (d − 1)/2 et que le décodage
du MV ait échoué : x2 est décidé au lieu de x1 qui a été envoyé (avec x1 6= x2).

Sur canal BSC, le décodage MV revient à chercher le mot de code le plus proche de y au sens de la distance de Hamming
(nombre de différences). Comme x2 est décidé à la place de x1 on a

dH (y, x2) ≤ dH (y, x1) ≤ (d − 1)/2

d’où
dH (y, x2) + dH (y, x1) ≤ d − 1 < d

Or, C ayant une distance minimale d on a que dH (x2, x1) ≥ d . Enfin l’inégalité triangulaire pour la distance dH donne

dH (y, x1) + dH (y, x2) ≥ dH (x2, x1) ≥ d

Ce qui est contradictoire avec l’inégalité démontrée plus haut.
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Code binaires Propriétés

Démonstration du nombre d’erreur
corrigibles

Soit C un code binaire [n, k, d ] considéré sur canal BSC.

On va procéder par l’absurde. Supposons que le canal ait introduit un nombre d’erreur inférieur à (d − 1)/2, i.e.
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Code linéaires

Plan

1 Codes en blocs binaires

2 Codes Linéaires en blocs (binaires)
B Définitions générales
B Définition d’un code linéaire en bloc
B Définition matrice génératrice
B Définition matrice de parité
B Encodage systématique
B Détection d’erreur pour les codes linéaires
B Correction d’erreurs pour les codes linéaires
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Code linéaires Déf. générales

Avant de commencer...

Remarques

1 Dans cette section X = Y = {0, 1} et le canal considéré est le canal binaire symétrique

2 Dans cette section on notera F2 le corps ({0, 1} ,⊕, ·) où :

• Pour x , y ∈ F2, x ⊕ y = (x + y) mod 2 (≡ OU exclusif)

• Pour x , y ∈ F2, x · y est le produit "classique" entre x et y (≡ ET)

3 F2 est un corps fini à deux éléments (Z/2Z)

4 Par la suite on notera ⊕ +

5 (Fn
2,+, ·) est un espace vectoriel où

• Pour x, y ∈ Fn
2, x + y = [x0 + y0, x1 + y1 . . . , xn−1 + yn−1]

• Pour x ∈ F2 et y ∈ Fn
2, x · y = [x · y0, x · y1, . . . , x · yn−1]
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Code linéaires Déf. code lin.

Code linéaire en bloc

Code linéaire

Soit C un code (M = 2k , n).
C est dit linéaire si et seulement si, il existe k vecteurs g0,g1, . . . ,gk−1 ∈ Fn

2 tels que, pour tout
c ∈ C,

c =

k−1∑
i=0

ui gi

avec ui ∈ F2

Remarques

1 L’ensemble BC = {g0,g1, . . . ,gk−1} est appelé base de C.

2 C est un sous-espace vectoriel de Fn
2 de dimension k (si BC est une base libre)
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Code linéaires Déf. matrice génératrice

Matrice Génératrice

Code linéaire

Soit C un code (M = 2k , n) linéaire, il existe une matrice G de taille k × n telle que pour tout
c ∈ C,

c = uG

Par définition on a

G =


g0
g1
...

gk−1

 =


g0,0 g0,1 . . . g0,n−1
g1,0 g1,1 . . . g1,n−1

...
...

...
gk−1,0 gk−1,1 . . . gk−1,n−1



1 G est appelé matrice génératrice du code C

2 Pour ce cours G est de rang plein

3 Pour un code C, il existe plusieurs matrices génératrices

4 Permuter / combiner les lignes de G ne change pas C

5 Permuter les colonnes de G change l’espace C mais ne change pas les performances du
code
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Code linéaires Déf. matrice parité

Code dual | Matrice de parité

Soit C un code (M = 2k , n) linéaire, on appelle code dual :

Cd =
{

v ∈ Fn
2 : ∀c ∈ C < v, c >= 0

}
(= C⊥)

où < v, c >=
∑n−1

i=0 vi ci

1 La dimension du sous-espace vectoriel Cd est n − k

2 Soit BCd = {h0,h1, . . . ,hn−k−1} une base de Cd , alors Cd a pour matrice génératrice

H =


h0
h1
...

hn−k−1

 =


h0,0 h0,1 . . . h0,n−1
h1,0 h1,1 . . . h1,n−1

...
...

...
hn−k−1,0 hn−k−1,1 . . . hn−k−1,n−1



3 Le code C peut être défini comme C =
{

c ∈ Fn
2 : cHT = 0

}
(= (C⊥)⊥)

4 H est appelée matrice de parité du code C et vérifie GHT = 0k×n−k

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 12 / 21



Code linéaires Déf. matrice parité

Code dual | Matrice de parité

Soit C un code (M = 2k , n) linéaire, on appelle code dual :

Cd =
{

v ∈ Fn
2 : ∀c ∈ C < v, c >= 0

}
(= C⊥)

où < v, c >=
∑n−1

i=0 vi ci

1 La dimension du sous-espace vectoriel Cd est n − k

2 Soit BCd = {h0,h1, . . . ,hn−k−1} une base de Cd , alors Cd a pour matrice génératrice

H =


h0
h1
...

hn−k−1

 =


h0,0 h0,1 . . . h0,n−1
h1,0 h1,1 . . . h1,n−1

...
...

...
hn−k−1,0 hn−k−1,1 . . . hn−k−1,n−1



3 Le code C peut être défini comme C =
{

c ∈ Fn
2 : cHT = 0

}
(= (C⊥)⊥)

4 H est appelée matrice de parité du code C et vérifie GHT = 0k×n−k

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 12 / 21



Code linéaires Déf. matrice parité

Code dual | Matrice de parité

Soit C un code (M = 2k , n) linéaire, on appelle code dual :

Cd =
{

v ∈ Fn
2 : ∀c ∈ C < v, c >= 0

}
(= C⊥)

où < v, c >=
∑n−1

i=0 vi ci

1 La dimension du sous-espace vectoriel Cd est n − k

2 Soit BCd = {h0,h1, . . . ,hn−k−1} une base de Cd , alors Cd a pour matrice génératrice

H =


h0
h1
...

hn−k−1

 =


h0,0 h0,1 . . . h0,n−1
h1,0 h1,1 . . . h1,n−1

...
...

...
hn−k−1,0 hn−k−1,1 . . . hn−k−1,n−1



3 Le code C peut être défini comme C =
{

c ∈ Fn
2 : cHT = 0

}
(= (C⊥)⊥)

4 H est appelée matrice de parité du code C et vérifie GHT = 0k×n−k

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 12 / 21



Code linéaires Déf. matrice parité

Code dual | Matrice de parité

Soit C un code (M = 2k , n) linéaire, on appelle code dual :

Cd =
{

v ∈ Fn
2 : ∀c ∈ C < v, c >= 0

}
(= C⊥)

où < v, c >=
∑n−1

i=0 vi ci

1 La dimension du sous-espace vectoriel Cd est n − k

2 Soit BCd = {h0,h1, . . . ,hn−k−1} une base de Cd , alors Cd a pour matrice génératrice

H =


h0
h1
...

hn−k−1

 =


h0,0 h0,1 . . . h0,n−1
h1,0 h1,1 . . . h1,n−1

...
...

...
hn−k−1,0 hn−k−1,1 . . . hn−k−1,n−1



3 Le code C peut être défini comme C =
{

c ∈ Fn
2 : cHT = 0

}
(= (C⊥)⊥)

4 H est appelée matrice de parité du code C et vérifie GHT = 0k×n−k

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 12 / 21



Code linéaires Encodage systématique

Encodeur systématique

Soit C un code linéaire [n, k , d ] pour un canal à entrées binaires. Un encodeur ϕ(·) est dit
systématique ssi

∀u ∈ Fk
2 , ϕ(u) = [p u] avec p ∈ Fn−k

2

Si C est linéaire alors il existe une matrice génératrice sous la forme

G =


p0,0 . . . p0,n−k−1 1 0 . . . 0
p1,0 . . . p1,n−k−1 0 1 . . . 0

...
...

...
...

...
. . .

...
pk−1,0 . . . pk−1,n−k−1 0 0 . . . 1

 = [P Ik ]

La matrice de parité associée à la matrice G précédente

H =


1 0 . . . 0 p0,0 . . . pk−1,0
0 1 . . . 0 p0,1 . . . pk−1,1
...

...
...

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1 p0,n−k−1 . . . pk−1,n−k−1

 = [In−k PT ]

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 13 / 21



Code linéaires Encodage systématique

Remarques sur les encodeurs systématiques

G =


p0,0 . . . p0,n−k−1 1 0 . . . 0
p1,0 . . . p1,n−k−1 0 1 . . . 0

...
...

...
...

...
. . .

...
pk−1,0 . . . pk−1,n−k−1 0 0 . . . 1

 = [P Ik ]

1 Un encodeur systématique comporte le message en clair

2 Les encodeurs systématiques sont souvent moins complexes que leurs équivalents
non-systématiques

3 Une matrice d’encodage systématique peut être trouvée pour tout code linéaire en bloc de
matrice génératrice pleine (à des permutations de colonnes près)
 Pivot de Gauss
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Code linéaires Encodage systématique

Exemple de Pivot de Gauss

1 But : permuter | sommer des lignes pour faire apparaître la matrice I à droite

2 Cette procédure ne donne pas tout le temps une matrice de la forme G = [P, I]

3 Si G est de rang plein on peut toujours se ramener à [P, I] à une permutation de colonne
près

4 Soit G′ = [P, Ik ] = GΠ où Π est une matrice de permutation des colonnes, soit
H′ = [In−k PT ] alors

G′(H′)T = 0k×n−k = GHT avec H = H′Π
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Code linéaires Détection d’erreur

Détection d’erreurs dans le canal BSC

Soit C un code linéaire en bloc [n, k , d ].

Soit c ∈ C le mot de code transmis et soit r le mot reçu

r = c + e (e est apelé vecteur d’erreur )

Le décodeur peut détecter une erreur en calculant le syndrome

s = rHT

Si s = 0 alors r ∈ C sinon il y a une erreur.

Remarques
• Les positions des erreurs sont inconnues
• Certains vecteurs d’erreurs e laissent les erreurs non détectées
• Soit c′ ∈ C avec c′ 6= c, il suffit de prendre e = c + c′

• Dans ce cas r = c′ et comme c′ ∈ C, rHT = 0
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Code linéaires Détection d’erreur

Probabilité d’une erreur non détectée

Soit C un code linéaire en bloc [n, k , d ]. Soit c ∈ C le mot de code transmis et soit r le mot reçu

r = c + e (e est apelé vecteur d’erreur )

On cherche ici la probabilité d’une erreur non détectée

PU (E) =
∑

i

Ai pi (1− p)n−i

où Ai est le nombre de mots de codes non-nuls de C de poids de Hamming wH (c) = i

Remarques
• Poids de Hamming : soit v = [v0, v1, . . . vn−1] ∈ Fn

2 alors wH (v) = |{i : vi = 1}|
• Distance de Hamming : soient v, v′ ∈ Fn

2 alors dH (v, v′) =
∣∣{i : vi 6= v ′i

}∣∣
• La séquence Ai est appelée spectre de poids de C
• La plus petite valeur de i telle que Ai 6= 0 est appelée distance minimale de C
• Un code C de distance minimale d peut détecter toute erreur de poids inférieur à d − 1
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Code linéaires Détection d’erreur

Démonstration de PU(E) =
∑

i Aipi(1− p)n−i

PU (E) = P(R ∈ C)

=
∑
x∈C

P(R ∈ C|X = x)P(X = x)

=
∑
x∈C

P(dr∈C−{x}R = r|X = x)P(X = x)

=
1

M

∑
x∈C

∑
r∈C−{x}

P(R = r|X = x)

Or, comme on a vu que P(R = r|X = x) = pdH (x,r)(1− p)n−dH (x,r) et que dH (x, r) = wH (x + r) = dH (0, r + x) on a

PU (E) =
1

M

∑
x∈C

∑
r∈C−{x}

pdH (0,x+r)(1− p)n−dH (0,x+r)

=
1

M

∑
x∈C

∑
x′∈C−{0}

pdH (0,x′)(1− p)n−dH (0,x′) changement de variable x + r→ x′

=
∑

x′∈C−{0}

pdH (0,x′)(1− p)n−dH (0,x′)

=
n∑

i=d

Ai p
i (1− p)n−i En regroupant les mots de codes à la même distance de 0

La dernière égalité étant obtenue en remarquant que pour un code de distance minimale d , il n’existe pas de mot du code à une
distance inférieure à d du mot de code nul (par définition de dmin)

TS226 Introduction au codage | Romain Tajan | 28 septembre 2020 18 / 21



Code linéaires Correction d’erreurs

Décodage par syndrome

• Il y a 2n−k syndromes différents
• Il y a 2k mots différents.

• On construit un tableau de la manière suivante :
1 Les lignes représentent les "vecteurs d’erreurs" possibles
2 Les colonnes représentent les mots de codes possibles
3 La première ligne est obtenue en considérant le vecteur d’erreur 0
4 Supposons les j − 1 premières lignes construites, ej est choisi parmi les éléments

de C⊥ n’étant pas déjà dans le tableau
5 La ligne j , est ej + C =

{
ej + c : c ∈ C

}
0 c1 c2 . . . c2k−1

0 0 c1 c2 . . . c2k−1

e1 e1 e1 + c1 e1 + c2 . . . e1 + c2k−1
e2 e2 e2 + c1 e2 + c2 . . . e2 + c2k−1
...

...
...

...
...

e2n−k−1 e2n−k−1 e2n−k−1 + c1 e2n−k−1 + c2 . . . e2n−k−1 + c2k−1
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e2 e2 e2 + c1 e2 + c2 . . . e2 + c2k−1
...

...
...

...
...

e2n−k−1 e2n−k−1 e2n−k−1 + c1 e2n−k−1 + c2 . . . e2n−k−1 + c2k−1
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Code linéaires Correction d’erreurs

Décodage par syndrome

• Il y a 2n−k syndromes différents
• Il y a 2k mots différents.

• On construit un tableau de la manière suivante :
1 Les lignes représentent les "vecteurs d’erreurs" possibles
2 Les colonnes représentent les mots de codes possibles
3 La première ligne est obtenue en considérant le vecteur d’erreur 0
4 Supposons les j − 1 premières lignes construites, ej est choisi parmi les éléments

de C⊥ n’étant pas déjà dans le tableau
5 La ligne j , est ej + C =

{
ej + c : c ∈ C

}
0 c1 c2 . . . c2k−1

0 0 c1 c2 . . . c2k−1
e1 e1 e1 + c1 e1 + c2 . . . e1 + c2k−1
e2 e2 e2 + c1 e2 + c2 . . . e2 + c2k−1
...

...
...

...
...

e2n−k−1 e2n−k−1 e2n−k−1 + c1 e2n−k−1 + c2 . . . e2n−k−1 + c2k−1
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Code linéaires Correction d’erreurs

Décodage par syndrome

0 c1 c2 . . . c2k−1
0 0 c1 c2 . . . c2k−1
e1 e1 e1 + c1 e1 + c2 . . . e1 + c2k−1
e2 e2 e2 + c1 e2 + c2 . . . e2 + c2k−1
...

...
...

...
...

e2n−k−1 e2n−k−1 e2n−k−1 + c1 e2n−k−1 + c2 . . . e2n−k−1 + c2k−1

Propriétés

1 Toutes les lignes du tableau (appelées coset) sont différentes.

2 Toutes les colonnes du tableau sont différentes.

3 Tous les éléments d’une même ligne ont le même syndrome!
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Code linéaires Correction d’erreurs

Décodage par syndrome

Décodage

1 On considère ej comme étant un élément de poids minimum sur la ligne j

2 Calculer le syndrome : = rHT

3 Trouver j tel que = ej HT

4 Décoder ĉ = r + e

0 c1 c2 . . . c2k−1
0 0 c1 c2 . . . c2k−1
e1 e1 e1 + c1 e1 + c2 . . . e1 + c2k−1
e2 e2 e2 + c1 e2 + c2 . . . e2 + c2k−1
...

...
...

...
...

e2n−k−1 e2n−k−1 e2n−k−1 + c1 e2n−k−1 + c2 . . . e2n−k−1 + c2k−1
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