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Intro./Déf. Def. canal

Canaux BEC / BSC
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Intro./Déf. Def. code

Code (M, n)

n n
’ L0 EOER (b, ) (23T BERE (G, P ) ‘ est composé de 3 éléments

@ Un ensemble de M messages. On notera cet ensemble M = {0,1,...,M — 1}

@ Une fonction d’'encodage (ou encodeur) notée ¢ :

oM = X"
W — X=o¢(W)

’ o(-) doit étre injective ‘

@ Une fonction de décodage (ou décodeur) notée ) :

P: YT = M
Y — W=qy(Y)

’ 1 (-) doit étre surjective ‘
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Intro./Déf. Def. code

e B o o m e o m o
$(3) ¢(0) ¢(5)

e 5 o o m o o le °
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Intro./Déf. } Def. code
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Intro./Déf. Def. probabhilité d’erreur

Probabilité ;a rreur

Si le mot de code W = w est envoyé, une erreur se produit ssi W # w.

La probabilité associée a cet événement est notée

Aw

IP’(W;A W|W=W>
P ((Y) # wW = w)

Définitions

|

@ Probabilité d’erreur maximale : P,(,?) = maxw \w

@ Probabilité d’erreur moyenne : P =p (W 4 W) = ‘M Z'x’;o‘ Aw
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Intro./Déf. Def. probabilité d’

Décodage du Maximum a Posteriori

Définition

|

e Soit C un code (M, n) donné.

e Le décodeur du Maximum A Posteriori (MAP) est la fonction de y définie par :
Vap(y) = argmaxP(W = w|Y =y)
weM

Le décodeur MAP minimise P,

N
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal

o
%Y
o
o
Q.

=
@
Q

La capacité d’un canal discret sans mémoire de sortie Y € ) et d’entrée X € X etde
probabilité de transition p(y|x) est définie par

C =supl(X,Y)
p(x)

Remarque

@ Lecanal (p(y|x)) étant fixé, I(X, Y) ne "dépend" que de p(x).

9 La capacité est atteinte pour au moins une distribution (I(X, Y') est une fonction continue
concave de p(x))

® c>o
O c<log|x|
O Cc<log|y|
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@ Montrer que la capacité du canal BEC vaut Clp)=1-p
9 Trouver la distribution p(x) permettant d’atteindre cette capacité

9 Pour quelle(s) valeur(s) de p cette capacité est-elle nulle ?
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La capacité en bits par symbole d’entrée du canal BSC vaut
C(p) =1+ plogy(p) + (1 — p) loga(1 — p)

est atteinte ssi X ~ B(0.5)

1
0.9
= 08
S 07 Remarques
8 @ Sip=05,C(05)=0
z i.e. la connaissance de Y ne permet pas
£ 03 de diminuer l'incertitude sur X.
© 02
0.1 @ Sip=0o0up=1 capacité maximale
0

0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1
Probabilite d’erreur (p)
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal

T ne de Shannon
éoreme du codage canal de Shannon

i
=
oy
]
(D-
3
@

e Shannon

Soit (X, Y, p(¥|x)) un canal discret sans mémoire de capacité C > 0 et soit R < C

o il existe une suite de codes (Cn),>1 0U Cn est de longueur n, de rendement R, et de
probabilité d’erreur maximale A(" telle que

A" 0, etR, — R
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal

T me de Shannon
éoreme du codage canal de Shannon

i
=
@
2
o
3
®

e Shannon

Soit (X, Y, p(y|x)) un canal discret sans mémoire de capacité C > 0 et soit R < C

o il existe une suite de codes (Cn),>1 0U Cn est de longueur n, de rendement R, et de
probabilité d’erreur maximale A(" telle que

A" 0, etR, — R

9 Réciproquent, s'il existe une suite de codes (Cn)n>1 telle que A — 0 alors

limsupRn, < C
n
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

Soient X et Y deux variables aléatoires continues dans les alphabets ¥ C RetY C R

Entropies
o Entropie de X : H(X) = —/ p(x) log(p(x))dx
X
o Entropie jointe de X et Y : H(X, Y) = — [, ;, p(x, y) log(p(x, y))dxdy

o Entropie conditionnelle de Y sachant X : H(Y|X) = — foy p(x,y)log(p(y|x))dxdy

Information mutuelle

I(X,Y)

H(X) — H(X|Y)
H(Y) — H(Y|X)

Jorw 2% (55500 ) 5
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

@ SiV(X) < 02 alors H(X) < log(2rec?) avec égalité ssi X ~ N (0, o2).
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

Propriétés
@ SiV(X) < 02 alors H(X) < log(2rec?) avec égalité ssi X ~ N (0, o2).

@ Pour B e Reta > 0, H(aX + 8) = H(X) + log(a)
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

@ SiV(X) < 02 alors H(X) < log(2rec?) avec égalité ssi X ~ N (0, o2).

@ Pour B e Reta > 0, H(aX + 8) = H(X) + log(a)
@ H(X, Y) < H(X) + H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes
@ H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)

@ H(Y|X) < H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

@ SiV(X) < 02 alors H(X) < log(2rec?) avec égalité ssi X ~ N (0, o2).

@ Pour B e Reta > 0, H(aX + 8) = H(X) + log(a)

@ H(X, Y) < H(X) + H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes
@ H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)

@ H(Y|X) < H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes

@ Lentropie (jointe, conditionnelle) dans le cas continu peut prendre des valeurs négatives.
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

@ SiV(X) < 02 alors H(X) < log(2rec?) avec égalité ssi X ~ N (0, o2).

@ Pour B e Reta > 0, H(aX + 8) = H(X) + log(a)

@ H(X, Y) < H(X) + H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes
@ H(X,Y) = H(X) + H(Y|X) = H(Y) + H(X|Y)

@ H(Y|X) < H(Y) avec égalité ssi X et Y sont indépendantes

@ Lentropie (jointe, conditionnelle) dans le cas continu peut prendre des valeurs négatives.

(7] I(X, Y) > 0 avec égalité ssi X et Y sont indépendantes.
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

Capacité

La capacité d’'un canal Gaussien sans mémoire avec contrainte d’énergie Es est

Cc = sup  I(X,Y)
P(X):V(X)<Es

1 Es
— | 1+2—
Zog( * No)

e Le supremum est ici pris sur les densités de probabilités p(x) telles que V(X).

e Le supremum est atteint par p(x) = N(0, Es)

o Capacité en nats/acceés canal (nats/symbole)

.

Remarque

|

o Cette expression fait apparaitre de rapport signal a bruit ﬁs
0

9 La capacité croit lentement en fonction du RSB (log)
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rappels de théorie de l'information (VA continues)

3.5

N
N} o

Capacité en bits/symbole
—
o
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Rappels de théorie de l'information (VA contini

anal hannon

1es)
es)

Soient (X, Y, p(y|x)) un canal gaussien de variance % une contrainte de puissance Es et R
tel que
1 Es
0<R< I 1+2—>
<HL > 0ogo ( + N0>

ﬂ il existe une suite de codes (Cn),>1 0oU Cn est de longueur n, de rendement R, et de
probabilité d’erreur maximale A(" telle que

A" - 0,etR, — R

@ Réciproquent, s'il existe une suite de codes (Cn)n>+ telle que A( — 0 alors

limsupRn < C
n
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Théorie de l'information / Capacité d’'un ca

Retour sur I'e fi

e 'information (\_/A contin

appel de
cité énergétique

1es)
es)
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2.5 b
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0.5 i
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Théorie de l'information / Capacité d’'un canal Rap

ébit maximal éﬁ its/

els de théorie de l'information (VA contini

ande passante

1es)
es)

Supposons une transmission en bande de base telle que :
@ le signal occupe une bande passante W
@ le signal analogique posséde une puissance P
@ le canal est additif gaussien de DSP %

alors le débit binaire maximal atteignable vaut

P
Db = W|Og2 (1 + W)
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els de théorie de l'information (VA contini

ande passante

1es)
es)
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